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1. Das Wright-Fisher Modell

1.1.Notwendige Definition aus der Biologie (Allel):
Ein Allel bezeichnet eine mogliche Auspragung eines Gens, das sich an einem bestimmten
Ort auf einem Chromosom befindet.

1.2.Notwendige Definition aus der Biologie (Chromosom):
Chromosomen sind Strukturen, die Gene und damit Erbinformationen enthalten. Sie
bestehen aus DNA, die mit vielen Proteinen verpackt ist. Diese Mischung aus DNA und

Proteinen wird auch als Chromatin bezeichnet.

Diese Allelen aus Definition 1.1 und deren Auspragung in verschiedenen Generationen
werden wir uns mithilfe von Markov-Ketten genauer betrachten.

Problemstellung: Gene dndern sich im Verlauf der Zeit, werden von Generation zu
Generation neu vermischt.

Ebenso interessiert uns die Fragestellung, ob sich der Gen-Pool irgendwann nicht mehr
andert oder Genauspragungen ganz verschwinden (Absorption).

1.3.Definition: Wright-Fisher-Model
Es sei eine diskrete Markov-Kette (X,,);,50 mitI = {0, 1, ..., m} gegeben mit Ubergangsmatrix
P und und der Ubergangswahrscheinlichkeit:

Es gilt: pij=(’;l)*(%)j*<mr;i>

e Esist moglich von jedem nicht absorbierenden Zustand in jeden anderen
uberzugehen: p;; > 0 Vije(1l..m — 1)

m—j

e Die Zustdnde m und 0 sind absorbierend:

Poo = (m) : (2)0 : (m__o)m—o = 1 (Absorptionszustand)

0 m m

Pmm = (m) : (m)m . (m)m_m =1-1™.0° =1 (Absorptionszustand)

m m m


http://de.wikipedia.org/w/index.php?title=Datei:HumanChromosomesChromomycinA3.jpg&filetimestamp=20061114213447

n| Markov-Ketten in der Biologie (Peter Dréssler, KIT 2010)

je mit py;

1.4.Beschreibung der Markov-Kette:
In jeder Generation befinden sich m Allelen, welche vom Typ A und a. Die Gattung der
Allelen in Generation n + 1 werden bestimmt durch zufélliges Ziehen mit Zuriicklegen (!) der
Allelen in Generation n.

Die Markov-Kette X,, mit Ubergangswahrscheinlichkeit aus Def. 1.3. zihlt nun die Anzahl
der Allelen des Typs A in Generation n.

1.5.Kommunikations- & Absorptionsklassen (in 1)
Die ,Klassen” unserer Markov-Ketten sind gegeben durch
{03{1,..,m—1},{m}
wobei 0 und m absorbierend sind und {1, ..., m — 1} transient (Beh 1.5.1), d.h.
P;(X,, = ifurcovielen) =0Vi € {1,..,m — 1}

Bew 1.5.1.:

Mit Th. 1.5.5.: ,Jede endlich rekurrente Klasse ist abgeschlossen“ und Th. 1.5.6. ,Eine endlich
abgeschlossene Klasse ist rekurrent” = Jede nicht abgeschlossene endliche Klasse ist
transient & Die endliche Klasse {1, ..., m — 1} ist nicht abgeschlossen = Behauptung B

1.6.Behauptung: Die Trefferzeit fiir m (pur AA) ist gegeben durch

=2 =Y )G ) e
. = ok h = ) x(—) % xh, = —
' jzop” J j=o N m m 7 m

= P;(X,, = m flir co viele n )

Beweis:

Erinnerung Beispiel 3 (Proseminarvortag am 14.01.2010)
Sei J = {0...m} wobei {1...m — 1} nicht geschlossene endliche Klasse und {0, m}

absorbierend, dann gilt:
a) W™ =1viey
b) Istx mit0 < x < 1 eine Losung des folgenden Gleichungssystems:

( Xo=Mm
Xm =1
(1.6.1):J Ui
in =Zpij - Xj firi=1..(m—-1)
j=0
Dann gilt hgm} = x; und hEO} =1—xfiri=0..m
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Seih; = hl{m} die Trefferzeit von m bei Start in { und (x]-) = (L)
i=0,...m

m/i=

Zu zeigen ist also: x = (x;) 16st (1.6.1)

Es gilt fiir i=m:
=2 () G O R L () e e
=1

Es gilt auRBerdem flri #m
m-—j

S =Y () () (e
Xi = i=o pl] x] - j=0 ] m m m
m

i} ZZO (m _(TJY;'— (11)'— Dl (%)J (& i) ==

(7)
m-1 B .1+l o (m-1)-1 , m-1 _ .1l _ o (m-1)-1
20006 &) w200 G)
=0 =0
. 1
l
“m
Esgiltl = (# + mT_i)m_l = X% (m l_ 1) ' (#)l (mT_i)(m_l)_l

|
1.7.Bemerkungen:

e  Das Wright-Fischer Modell modelliert genetische Anderungen, die sich vorwirts in der
Zeit abspielen.

e D. h.: Es modelliert die genetisches Zusammensetzung einer Generation n+1 anhand der
Daten aus Generation n.

e  Genetische Daten aus Generationen <n spielen hier keine Rolle = Markov Eigenschaft
gilt (anschaulich). Es geschieht von Generation zu Generation alles zufallig. Es gibt kein
Gedachtnis. Fir einen Beweis dieser Behauptung miisste man Beobachtungen lber
mehrere Jahre hinweg anflhren.

e Dieses Modell ist jedoch realitdatsfremd, da mit Zuriicklegen gezogen wird und somit
moglich ist, dass sich ein Allel mit sich selbst paart.
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1.8.Beispiel: Betrachtung als Doppel-Allele:
Betrachten wir vereinfacht Individuen mit [ Allelen, in unserem Beispiel [ = 2. Betrachtet
werden also Gene mit je 2 Allelen. Wir erwarten also, dass jedes Individuum zwei Allele
besitzt, damit ergeben sich die Moglichkeiten

AA, Aa, aa

Sei nun m = 2k (k Individuen, m Allele) und nehmen wir an, dass alle Individuen der
aktuellen Generation mit zufalligen anderen der gleichen Generation Nachkommen zeugen
und diese je ein Allel von beiden Elternteilen bekommen. Wir erlauben hierbei, dass beide
Elternteile durchaus die gleichen Allel-Auspragungen haben, wir machen auch keine
Unterscheidung zwischen beiden Geschlechtern.

Anschaulich:
aA AA
0,5 0,5 1
\4
aA AA aA aA aa aA AA

Sei in der aktuellen Generation n folgende Situation gegeben:

AA aA AA AA aa

Es wird nun rein zufallig und unabhangig voneinander m-mal hintereinander ein Doppelgen
herausgegriffen. Dann ist jedes Gen in der Generation n 4+ 1 von der Auspragung A mit der
Wahrscheinlichkeit 0,7 und a mit 0,3.

Begriindung: Dieses Modell |asst sich auf ein einfaches zweistufiges Experiment reduzieren.
Hier wahlen wir statt in ersten Instanz die Eltern und in der zweiten das Gen, das vererbt
wird, einfach die Geneausprdagungen aus dem Pool, die Vererbt werden, unabhangig davon
wie Mutter und Vater beschaffen sind. (dies gelte hier ohne Beweis).

Damit wirde sich unser Pool aus Doppelallen vereinfachen auf:

AAaAAAAAaa

Nun greifen wir k-mal nacheinander zwei Allele aus dem Genpool und und bilden daraus die
jeweiligen Nachkommen (auch Doppelallelen), wobei diese Verteilung nach wie vor
unabhangig ist. Wir wiirden so beispielhaft folgendes Ergebnis bekommen:

aa aA Aa AA AA
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1.9.Folgerung:
Die Struktur der Paare ist irrelevant in der Markov-Kette(X},) >0, die nur die Anzahl der
Allelen des Typs A zahlt.

1.10. Erwartungswert & Folgerung:
Dieses Modell wirft die Frage auf, ob die biologische Vielfalt der Paare irgendwann

verschwindet oder sich stabilisiert. Es ist bekannt fUr% =p€(0,1)undm = oo

Epm(T) = (—2m) * (1 = p) *In(1 — p) + p  Inp)

<0

wobei T die Trefferzeit von {0, m}, also der absorbierenden Zusténde ist.

1_

0,8

J N

W/ \

I |

1.7.1. Folgerung: In einer groRen Population (fiir groe m) geht die biologische Vielfalt also
nicht verloren.
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1.8. Modifikationen, Annahmen & hinreichende Findung von p
Wenn man andere Aspekte aus der Theorie der Genetik mit einbezieht lasst sich die
Ubergangswahrscheinlichkeit unserer Markov-Kette (X,,) genauer beschreiben:
1.8.1. Modifikation 1:

Es kdnnte z. B. sein, dass die drei genetischen Typen AA, aA, aa je einen gewissen
relativen Vorteil gegenliber den jeweils anderen besitzen, gegeben durch die
Parameter: a, B,y > 0. Aus diesem Aspekt lasst sich die Wahrscheinlichkeit fir A im
Falle X,, = i angeben:

a(%)2+05*ﬁ*i*mm_2i

) D ey (M)

Damit waren die Ubergangswahrscheml|chke|ten unserer Markov-Ketten gegeben
durch:

pij = (1111) « ] (1 =)™
1.8.2. Modifikation 2: Mutation
Gleichzeitig konnen wir auch annehmen, dass gewisse Gene mutieren. Sie die
Wahrscheinlichkeit, dass A zu a mutiert gegeben durch u und im umgekehrten Fall v,
dann ist die Wahrscheinlichkeit von A fiir X,, = i gegeben durch
_il-w+m-Dv
¢ = -

und

pij = (r]n) * ¢ij *(1—¢p)m

1.8.3. Folgerungen aus 1.8.2.:
Mit u, v > 0 sind die Zustande 0 und m nicht mehr absorbierend. Damit wird die
Markov-Kette irreduzibel und die Ubergangswahrscheinlichkeiten gehen in eine
invariante Verteilung m Uber.

Dann gilt:
a) X;~Bin(m, ¢;)
b) E;(X;)=m- ¢z

o) p=E(Xy)= m
Beweis c):
u= ZP(XO = ) Ex(alXo = D) = Zn Ei(X)
T E;(X1)

=Zmni¢i =Z(i(1—u)+(m—i)v)'ni =(1-wu+mv—vu
i=0 i=0

= Behauptung B
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2. Moran-Modell

2.1.

2.2.

Einfiihrung:

Das Moran-Modell ist eine Variante des Wright-Fisher-Modells. Zu diesem Ergebnis werden
wir aber erst am Ende kommen. Das Moran Modell spiegelt eine Entwicklung einer
Bevolkerung in Form einer Geburten-Sterbe-Kette (en: ,Birth-and-death-chain“) wieder.
Definition:

Sei (X,)ns0 €ine Markov-Kette mit I = {0,1, ..., m} mit der Ubergangsmartix P und der
Ubergangswahrscheinlichkeiten:

i(m—1)

Pii-1=— 3
P+ (m—i)?
A

_im—1)

DPii+1 = Tz

2.3. Genetische Interpretation:
Eine Population besteht aus Individuen zweier Typen A und a. Wir ziehen zuféllig zweimal
ein Individuum aus dieser Population zur Zeit n und fligen ein Gen des Typs der ersten
Ziehung hinzu, legen dafiir das zweite gezogene nicht mehr zuriick: Damit bekommen wir
die Population in Generationn + 1.
X, zdhle hierbei wieder die Anzahl der Allelen des Typs A.
(Baum)
2.4. Beispiel:
A A a A A gezogen
A A a a A _ a gezogen
A A a A A Neue Vert.
2.5. Bemerkungen

e  Es kann dabei passieren, dass zweimal hintereinander das gleiche Element gezogen
wird, was keine Anderung in der Zusammensetzung der Bevélkerung zur Folge hatte

e  Unterschied zum Wright-Fischer-Modell: Hier knnen keine Paare von Genen wie in
1.4. betrachtet werden.

e Im Moran-Modell wird immer nur ein Individuum einer aktuellen Population zum
Zeitpunkt n gedndert, keinesfalls die ganze Bevolkerung.
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2.6. Struktur der zugrundeliegenden Markov-Kette:

2.7.

2.8.

Die Klassen-Struktur der Markov-Kette ist die gleiche wie in 1.5.: Wir haben
Kommunikations- und Absorptionsklassen

{03{1,...,m -1} {m}
wobei wir wieder die transiente Klasse {1, ..., m — 1} (Beweis analog wie in 1.6)haben,
sowie absorbierende Klassen {0} und {m}. Das Moran-Modell ist reversibel und ganz
dhnlich aufgebaut wie das Wright-Fischer-Modell.

= Die Trefferwahrscheinlichkeit ist gegeben durch: P;(X,, = m fiir co viele n) = #

= Ebenfalls angeben kdnnen wir die Absorptionszeit: k; = E;(T) mit Trefferzeit T von
{0, m}
Absorptionszeit
Die einfachste Methode, um die Absorptionszeit zu bestimmen, ist j festzuhalten und die

die bekannten Gesetze fiir die Zeit kij (Haltezeit in j, Start in i) anzuwenden:
kl] = 611 + (pi,i—lki]—l + puklj + pi,i+1kl']+1) furi = 1, e, M = 1
kg =ky, =0

Betrachtei =1,...,m—1

k. =2kl +k]_ =——2—
i+1 2 -1 ](m _])
Damit
N o
(—_) kj furi<j
k) = J
¢ m-=i\ ;.. ..
(m—j) i furi=j
wobei k]!' bestimmt ist durch
m—j—1 —1\ m?
( ]. —2+]. )k!=—f
m-—j j /7 jm—j)
woraus folgt, dass k]-] =m
Daraus folgt
m—1 i , m-1
j m—i i
=S el Y ()4 Y
=1 = Sy
Vergleich:
Betrachte nun die Kette fir groBes m und i = mp fir pe(0,1)
Dann gilt:
mp m-1
1 1 1 m-oo
—7 kpm = (1—P)'Zm—_}.+P' | z 7—>—(1—P)1n(1—P)—P'1nP
j=1 j=mp+1

Der Erwartungswert ist dann gegeben durch

Epm(T) = (=m?)-((1=p)-In(1—p) +p-Inp)
im Vergleich zum Wright-Fisher-Modell

Epm(T) = (=2m) - (1 —p) -In(1 —p) +p - Inp)

Der Unterschied liegt hier gerade bei einem Faktor m/2. Diesen kann man dadurch
erkldren, dass das Moran-Modell ausschlieBlich ein Individuum pro Zeitperiode andert,
wahrend das Wright-Fisher Modell alle m andert.




